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RESUME D'AUTEUR
La methode de decomposition cmetlque des flux, avec approximation de type Galerkln
discontinu permet de resoudr_ efficacement les equations d'Euler en 2D, eta ete testee dans
un cas simplifie en 3-D. En rue d'ameliorer ses performances, on etudie relaboration d'une
strategie d'auto adaptation du maillage et/ou du domaine de calcul, utilisant un critere
"entropique" specffique _ la methode (fl s'agit du reste de l'inequatlon d'entropie, qui mesure
la dissipation) et exploitant la destructuration des dlements finis {espace/temps).
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1 - INTRODUCTION : OBJET DE L'ETUDE
Au cours des deux dernieres annees, le Groupe d'Analyse Num_rique du
CERT a developp_ une methode d'approxlmation de type Galerkin discontinu pour la
resolution de certains systemes hyperboliques non linealres dits "symetrisables" [1, 2,
3].
Cette methode, issue de precedents travaux sur les formulations
varlationneIIes en entropie, generalise aux systemes consideres des r_sultats connus
concemant les syst&nes hyperbollques lineaires symetriques [I, 3].
Ces systemes symetrisables sont tels que le flux de la forme polaire de
rentrople, foncUon des'varlables entroplques (intensives) admet une decomposition
en parties convexe et concave, globale.
C'est entre autres le cas des equations d'Euler, pour lesquelles on obtlent de
fa_on "naturelle" cette decomposition, en ecrivant les equations en variables
entropiques comme les moments des equations de Boltzmann par rapport a un vecteur
"de collision" _ [I. 2, 3].
Ces proprietes Justifient les autres denominations de la methode de
Galerkin discontinue comme methode de "Flux Splitting" (decomposition cinetique
des flux) ou methode de" _ - diagonalisation".
L'approximatlon "elements finis" de d ° O choisie (equlvalant a des volumes
finis] est impllcite, et peut etre alsement explicitee moyennant l'etablissement d'une
condition de stabflite sur le pas de temps, de type "CFL'. qui s'interprete comme une
condition de dissipation du schema expIicite [4].
De tr_s bons r_sultats, tant theoriques que numerlques, ayant ere obtenus
en monodimensionnel comme en bidimensionnel, - permettant des comparaisons
concluantes avec d'autres methodes - [3] - il s'agissait en 1989 d'ameliorer les
performances de la methode, en precision et temps calcul, par l'elaboration, dans le
cadre bidimensionnel instatlonnaire, d'une strategie d'adaptation automatique de
maillage, et twentuel]ement de domaine, qui soit specifique _ cette approximation
(exploltant notamment le fait qu'elle peut operer sur des mafllages de structure
absolument quelconque, en espace comme en tempsl. Au prealable devait se
poursuivre l'approfondissement des tests de criteres d'auto-adaptatlon en
monodimensionnel.
D'autre part. l'implementatlon tridimensionnelle de la methode ayant et_
realis_e auparavant dans une configuration simplifiee, en 1989 devait etre ddveloppee
totalement l'approximation 3-D (n6cessitant l'6criture des pr_-processeurs g6n_raux
de malllage "automatique" 3-D) avec test sur une geom6trie simple (tout ceci en vue
d'utfliser ulterieurement l'algorithme sp6ctfique d'auto-adaptation de maillage ou de
domaine, en 3-D).
Parall_lement _ ces developpements devaient se poursuivre les travaux de
recherche fondamentale quant aux approximations de type Galerkin (avec el_ments
finis discontinus), d'ordre sup_rleur, et _ l'_tablissement d'une m_thode de type
"Petrov-Galerkin" fondee 6galement sur la _-4)-diagonalisation des equations d'Euler.
2 - INTERET DE L'ETUDE
2.1 - _aract_r'_tlaues de la m_thode de d(_com_asition cin(_flaue des flux
La methode de Flux Splitting d_crlte est "naturelle" car d'une part e11e
exploite les propriet_s intrinseques au systeme hyperbolique - dont essentiellement la
convexite - d'autre part, elle permet une interpr6tation statistique de la viscosit_
numerique (au sens mol_culaire) : le systeme peut en effet, par analogie avec
Boltzmann, s'ecrire comme moyenne par rapport a un vecteur "de collision" _de
l'_quatlon hyperbolique scalaire lin_aire.
D'aiUeurs dans le cas lineaire sym6trique, la d6compositlon de la fonction
_ (k_'), "primitive" des flux, en partie convexe et concave(_ 7")6quivaut
strictement _ la d_compositlon "classique" des flux selon le slgne des valeurs propres
de j acobien •
' -
,,
De plus :
cette methode permet de generaliser en non lindaire la notion de "totale
diagonalisation".
5En outre la decomposition en _-- . ¢--- se fait par un calcul
sans determination de valeurs propres, sans evaluation de max ou min (facflite de
mlse en oeuvre, temps calcul ... ).
L'approximation du type '_olumes finis" effectuee sur le schema permet de
retrouver le schema decentre du ler ordre "classique" (schema de Courant) sur un
mafllage structure.
2.2 - _tori _que et r_ultats acquls
2.2.a - Rappels sur les proprietes des systemes hyperboliques conservatlfs
Le syst_me initial s'ecrit
distributions:
clo. __.- x _oz.
sous forme conservative, au sens des
o&
Lorsqu'on effectue le changement de variable "entroplque"
Vd 4---_ _ - _(_. qui eat biJectlf-
S etant une entropie admissible strictement convexe pour (1). on obtient l'6criture
equivalente sous forme "intensive" en variable entropique : (non conservative)
(2)
"-_. _ "-_
On v6rifie les propriet6s suivantes :
of a STy}-_ L_(_,j-5(,,)lest la tran__ormee de Legendre. ou polaire, de 5(v_}. C'est
une foncUon strictement convexe de _a. ]
ot_ 5 _'_ est la polalre, ou transformee de Legendre, du ie flux d'entrople s i
NB • pour Euler S: = .V SC ')
_C _ composante de la vitesse.
On a alors des relations de polarite suivantes, suffisant a derma- "-'_t St."_ i_-4,-. _"
(3)
On definit alors la fonction
"n -- _tant g_n_ralement la normale espace temps unltaire
sortante _ une fronti6re ou Iigne de discontinuit6 int6rieure au domaine. Alors grace
{3) ona" [ _ "* ' i
/ I
c'est la somme des flux de la variable non conservative par rapport
2.2.b - R01e de la fonction _'_ (_ _'*) "
On utilise la convention habituelle •
valeurs ' mt_rieures I valeurs "ext_rieures" relativement
{4)
L'in_galit6 suivante :
est d_sorrnais reconnue pour permettre une description ais6e des conditions aux
limites • sur une discontinuit6 int6rleure au domaine ties relations de Rankine et
Hugoniot 6tant v6rifi_es) elle 6quivaut _ l'in6quation d'entropie.
_O
Or cette in6galit6 est toujours strictement _quivalente a la suivante •
qui n'est autre qu'une inegalite de convexite locale pour _-'_._ en --_ .D'oC_ l'importan-
ce de la convexite de _, dont on montre egalement (cf. [I]) qu'eUe est etroitement flee a
la notion de caractdristiques.
2.2.c - Notion de
11
--i
,_- diagonalisation oour un syst_me non-lln_alre
:(cf.[3])
On dira que (2) - ou sa forme 6qulvalente (1] - est "totalement diagonalisable" sl
et seulement si fl existe un vecteur _(1,')dans _", param_tr6 en fonction de (_i_) & _ -_
_( [_ , variables d'_tat ind_pendantes de t et x. tel que la r_solutlon de (2)
soit_qutvalente_cellede:jf _-_Ai.). (_ _ D_(__t.d_)) _-- 0
aveclanotation: f__. Jr_ ---- 2 (f['_'_" _._(_,1,1.)(_i
Alors : si L. (0")est une entropie strictement convexe pour l'fiquation scalaire
. °
I_4-_'_. _,_._'9_)= O, L_(gJ)= J.t,_l-(6)est le ie flux d'entr°p ie ass°ci_ et on obtient :
¢_= L'_' t_.q I d6riv6e de la polaire d'entropie, qui _quivaut ill:
Dans le cas des Equatlons d'Euler mono, bi OU tri-dimensionneUes (_x. _ _ )
re=n+2 et •
I p est la pression
lesoompos  tesde  te se
e l'_nergie totale masslque
S = _ L_ _ est :'entropie "physique"
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Alors (par analogie avec les equations de Boltzmann) si on choisit :
2
_A,%
off"
+ NL _ ____--
Ioi des gaz polytropiques de
constante _'
g
- La fonction _l_)--_' donne rgquation d'etat (en la modifiant on peut etendre ces
r_sultats aux gaz reactlfs).
Le systeme des equations d'Euler apparait comme systeme des moments
relatlvement A -_ de 1'equation scalaire lingaire.
l qr= _*_--E
A1 = (b_, _, 0_) - vitesses particulaires - .A_ 6 _
On ohoisit _ {T )= @- qui permettra de trouver pour entropie ( S + _' C )
On obtient les expressions suivantes :
-* I °(
E
E
i=1 .... n
= v s (_)
'p
--" i* -"
= V S (_)
f
S (¢_) : J L (k_P}
E
[ [,SZ* (ko) : uILt (k.q))] E
i:I .... n
Ill-k(q ,u) d dq
q>O R n
[ i=1. .n
f IfS*(_'w) = ekq)du dq
q>O R n
sl.,,_,: uij_o do
q>O R n
i:I .... n
I q
,J
I I¸.__ ..p .._ ftS(w(_)) : L(_) : (k._)8-L
E E
[k_}
'
S i "_-" [(w{_)) = uZL(8) = u
"E
i=1 .... n
(k_)B-L (k_)
= (k@-1} u dr]
q>O R n
Sz(_(_)) = ui(ke-1)ekedu)dq
q>O Rn
[ i=I ....n
Toutes les quantit6s relatives au syst_me non lin_aire apparaissent
comme moyennes des quantit6s correspondantes pour l'6quation scalaire lin6aire.
L'expression de Z _ est alors •
+ u n.) L (k,p)
1
qui se decompose en :
r
r*÷ "4' -, j
I (_,n) = max(O,n t
iE
l*-(_,n) : min(Oon t
E
* u n.) L (kko)
.],
Pour les flux (gradients) on ales expressions associ6es :
(_,;} = (n t * u n.)_B_ = F {_,n) * F (,p.n)
E
partle convexe
parle concave
4
: v [ (_.n)
I ini)= V [t÷l¢P,n) = max(O,n t u
E
'- I + In i ) -_8= V [ 1_,_1 minlO,n t u
E
Cette decomposition est blen strictement convexe/concave car •
. = Hessien qui est une matrice d_flnle positive (n_gaUve) grace _ la stricte
convexJte de _..
L'inter_t de cette _criture reside en ce qu'on diagonalise totalement le
systeme sa_,_, avoir _ determiner de valeurs propres. D'autre part, fl West pas non plus
necessaire d t.valuer, arete par ar_te, le max ou le min de ( 0, t_ -_ .k,t ,_ _ ) -
En efl'et, on a:
• t
rotation).
--p
et un changement de variable sur
On peut montrer sur rexemple des _quations d'Euler que ces integrales se
calculent "algebriquement" par un changement de variable ramenant l'integration
un demi-espace :
supposons n=2 et pla_ons-nous sur les faces vertlcales correspondant a "9_ - 0 (en
pratique nous utflisons des _l_ments "droits" en temps). .__
alors __ ;[_2.
Si on effectue un changement de repere pour se placer en repere normal (il s'agit d'une
I !
I
alors •
So. --_..%,,,
> = 3o._..
, g(_, (..',_-'))._ , ,
d'o6
!S
(m.'> 0 )
de faGon evidente,
et ces integrales s'explicitent "facilement". Pour obtenir les flux ou derive l'expression
obtenue.
Sur chaque element, avec le choix fait pour
fonction residu "err' _ calculer •
x
-- I -t2dt
err(x) - 2 e : -erf(-x)
FT" o
If" -t2_t I-;o_ • - 2
Le schema num_rlque utilise est le suivant :
L* , on a une seule
I
I
I
I
_h
i* \
/ \
J \
f
i \
/ h '
tn÷ 1
e
_h
est un _]ement fini espace
- temps interieur a 0 "-
N
At
[o,7]
_. fonctlontest et _ fonction approximee,
discontinuites locallsees sur les _'cO_
sont continues par morceaux.
V _. verifiant SUI._p _ _ _ LJ_.,. '
16
4,(kr o r _-,_.,.
equations C.r. e_ ott _" C.L. _
en cho[sissant T_ = _ fonctJon camctertstique de _ entre autres on a:
: :# u :._t u (a:_x :_,_._-,])
_face] horiz0ntales "-"-faces verticales
Alors •
Soit, si _ = aire (_'_.). on ale sch6ma _ suivant '
-
C.l. - faces horizontales faces verticales
off ¢._-- _[f%'_) est la solution au precedent pas de temps
Ce scht1:na peut etre explicite en posant • (_-- (_ sur c)'-_,,.
A
ce sch6ma explicite peut aussi etre consid6r6 comme 16re 6tape d'unpoint flxe en w, la
condition de CFL s'identifiant a la condition de convergence. Sur le plan th6orique les
arguments permettant d'appr6hender la consistance avec les 6quations faibles et
l'In6quation d'entropie proviennent de la d6composition convexe-concave des flux
{ref. [1l. 14]}.
• Les conditions aux limites utflis6es si _t/3_ touche _'(_
(faces verticales]
On ajoute les termes sulvants au second membre •
• Condition d'obstacle •
O17
qui _quivaut _ la nuUite des flux des variables conservatives.
* Condition impos_e (_ 'Tamont", caractdristiques rentrantes) "
k_ 6tant la valeur imposde
* 11 n_y a rlen sur la frontiere "libre" (a 'Taval", caract6ristiques sortantes).
2.3 - L'_!oorlthrn¢ d'auto-adavtatiOn dtl maillag_
2.3.1- " " ifl u r [Tin m n "r ffin m n u ill
Un crit_re de raffinement "naturel" sur une arete, specifique _ la m_thode
car issu des proprl_tes de l'approximation, de type entropique et toujours calculable,
est fournl par l'estimation de la stabflit_ du schema, en implicite ou en explicite (cette
estimation perrnet d'ailleurs _galement d'_tudier l'unicit_ d'une solution en
association avec le choix de la condition limite paroi).
Avec le choix du schema explicite au temps _ on effectue le produit
scalaire par _0 _,-4 ( k._ int_rieur "initial" en temps precedent), soit, sur un
_lh,._ent int_rieur au domaine : jot. _[I q -
On developpe (cf. [Annexe 2]) en utillsant les diverses propri_t_s de la
z*
ddcomposition cin6tique des flux (propri6tds de _"_*t _'_'] et on obtient sur un
_l_ment ne touchant pas la paroi la relation suivante " 1--,a _ )
- - _ -,_-,__. _
+ s'l_) -s (1") +(I_-I") Is (I_ +_ -
Le terme _ repr_sente une approximation decentr_e (du far de
1'explicitation " en implicite on a l'approximation centree)de l'indquation d'entropie '
c'est donc un terme ndgatff. Le "r_sidu entropique", "_ ,doit donc ndcessairement
70
etre positlf ou nul pour que le schema respecte cette inequaUon d'entropie, ce qui
induit ici une condition de stabflite, "de type CFL", sur le pas de temps (maJoration
locale sur l'element, de /_ _ ).
Notons que sur le schema implicite, la stabflit6 est inconditionnelle, car
dans le "residu" _ on volt alors apparaitre une expression positive du fait de la
concavite de 7--._r- (inegalit6 caracteristique de la concavite).
La posivit_ de _ traduit une dissipation, _ doit _tre le plus proche
possible de O fie cas limite _ : 0 correspond _ un schema non dissipatif : l'inegalit6
d'entropie devenant alors une equation).
D'ot_ le choix de cette expression R caracterisant la dissipation
comme critere "tmflaterar' (associ6 _ une normale, sortante a l'element considere )
sur une arete.
2.3.2 - Strate_ie d'auto-adaptatlon du ma111a_e et/ou du domaine
On choisit :
-> pour "deraffiner" le maillage, d'associer ce critere '"oilateralement" aux
arates en sommant les contributions provenant des 2 el6ments adjacents a cette arete
(en 1D ou 2D) correspondant _ 2 normales oppos_es.
D6rafflner consiste donc _i supprimer les ar_tes sur lesquelles ce critere bilateral est
"petit" (apras definition d'une 6chelle rendant la valeur du crit_re relative par rapport
la solution).
-> le raffinement porte, lui, sur les 616ments • il s'agit de subdiviser (on a le
choix de la strategie de subdivision] tout element sur lequel le critere obtenu par
sommation des crit_res unilateraux sur les aretes est "grand".
Cette strategie est coherente puisque l'importance de la dissipation
caracterise la variation de la solution. D'autre part, e11e est totalement
"instatlonnaire" et permet une evolution automatique du maillage en fonction des
discontinuit6s de la solution ("suivi" de chocs ... )mame dans le cas de phenomenes
rapides.
Ig
En ce qui concerne les aretes appartenant _ la frontiere paroi en espace, le
crlt_re "unilateral" est l_gerement different mais issu lui aussi du schema et de
l'estimation de stabilitY. Le terme suppl_mentaire, associe a la condition limite paroi,
dans le schtma expliclte est le suivant • _ ¢_ ))
b_ paroi etant l'ensemble des aretes de l'element sur l'obstacle (cette condition
equivaut _ la nullite des flux des variables conservatives sur la paroi).
les aretes paroi la forme particuliare suivante • --o .m -'_ _
p. .,.f,-,,-,_
solt
Par consequent, le critere "unilateral" de raffinage entroplque prend sur
d _
De plus, cette strategle d'auto-adaptatlon peut etre envlsagee sous deux
aspects •
-> revolution du maillage dans des frontl4res ext_rieures "fixes"
OU"
-> l'_volution du domaine et du malllage • dans ce cas, les fronti4res sont
egalement modifiables (aJout - ou suppression - d'el4ments - d'aretes - touchant la
frontiere ext4rieure (fibre ou avec condition impos4e).
Cette deuxi4me demarche convlent mleux a priori aux phenomenes
instationnatres rapides (qui sinon requierent un domaine de calcul important).
3 - DEROULEMENT DE L'ETUDE
3.1 - Etude monodlmenslonneUe
Le code monodimensionnel int4grant
maillage a et4 developpe avec le d4roulement suivant :
un instant dorm4 tn on dipose
_ d'une configuration du maillage"
l'adaptation automatlque du
20
_ d'une solution _0
le pas de temps est
on effectue la sequence :
sur ce maillage
* calcul des criteres bilateraux sur les "aretes" (qui sont des noeuds)
* deraffinage " _-_ etant la borne choisie pour le critere sur une arete, si
alors on supprime rarete A.
* calcul des criteres sur les nouveaux elements ainsi consUtues " C_-
* raginage " _I_ est la borne choisie pour les criteres sur les elements et si
(-'E >_ _g alors on subdivise l'element
* calcul du nouveau pas de temps A_÷,{ (respectant la condition de stabilite)
* nouvelle resolution par la methode de decomposition clneUque des flux.
-Dans le cas d'un mafllage "& frontiere variable", la phase "d'extension au bord"
eventuelle par rajout d'un element s'insere entre le deralIlnage et le calcul des criteres
sur les elements.
- Apres deraffinage des aretes, on choisit pour L_ initial
elements constitues, la moyenne, ponderee par les longueurs, des
anciens elements les constituant •
I ! i
noeuds supprirnes
sur les nouveaux
0 sur Ies
- Pour le raffinage des elements, on s'est contente de les subdiviser en 2 sous-
elements de longueur egale (bien des strategles_..seralent envisageables & ce niveau). On
affecte & chacun des 2 nouveaux elements le _o de l'element raffine. On fixe
egalement une taille mlnimale d'element en dessous de laquelle on ne raffine plus.
D'autre part. 1'ensemble de ces operations a ete effectue systematiquement
chaque pas de temps. IA encore la strategie est modulable (determiner rintervalle
optimal de n pas de temps entre 2 adaptations de maiUage).
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Cependant la complexite du probleme nous a conduits _I conserver ces
hypotheses simplificatrkes pour effectuer les tests de crltere.
3.2 - Etude bldlmensionnelle
11 s'agissait d'implanter une generalisation bidimensionnelle de ce code,
utflisant des elements espace de structure polygonale quelconque (propriete
essentielle de la methode, Jusque la inexploitee).
Pour cela on a dt_ realiser un code permettant, de la fa_on la plus generale,
de mailler des domaines de calcul pour la resolution par elements finis de systemes
d'EDP du ler ordre lineaires ou non lineaires (cas des equations d'Euler).
Dans le cas de la mecanique des fluides, on utilise donc des elements
destructures qui sont des polygones convexes definis _ l'etat initial comme des
triangles, et qui sont amenes a se transformer suivant l'utilisation des raffinements
et deraffinements. On obtiendra ainsi un maillage tres dense au voisinage des chocs,
permettant de gagner en precision, et au contraire les elements seront tres grands darts
les zones off rien n'affecte la solution. La flnalite est d'automatiser le deplacement des
points, le rajout et la suppression des elements (tout ceci bien sf_r en fonction du
critere entropique propre _ la methode). Qui plus est, afin de ne pas restrelndre _t un
domaine borne le calcul, on choisit de pouvoir etendre le domaine espace-temps de
fa_on automatlque. Toutes ces techniques doivent s'etendre ensuite au 3D.
3.2. I - Construction du maillage
L'elaboration du mafllage necessite la construction des obJets d'une part,
l'ecriture d'outfls de mafllage d'autre part. Pour cela un modeleur graphique et un
maflleur ont _te realises. Les objets 2D sont stockes sous forme d'ensembles de
domaines plans convexes, bomes par des ensembles de frontieres. (Aces domaines
peuvent atre associds des codes, servant au calcul suivant le type de probleme resolu.
Cette structure confere au maillage homog_neite et regularite).
Chaque frontiere est determinee par l'ensemble des points la constituant,
qui sont fournis soit par flchier, soit par la "souris', ou par des criteres geomdtriques
simples (droites, cercles, e11ipses ... ). Les domaines 6tant numerotds, on affecte
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chaque fronti%re les 2 numeros des domaines contigus. Un domaine est connu par la
donnee de rensemble de ses frontieres, dans le sens trigonometrique.
Le mailleur s'appule, au stade initial, sur les points definissant les
frontieres (et cree des triangles} ; il genere les tableaux de connectivite et la
numerotaUon des triangles, aretes et sommets crees.
Une technique de barycentrage peut etre utills_e si le maillage requiert une
regularlte : elle consiste/l deplacer un sommet au barycentre de l'ensemble des noeuds
qui rentourent, en s'interdisant de toucher aux sommets des fronUeres codees.
Les planches 1 _ 4 representent 2 obJets et les rnaillages generes sur ces
obJets. La concentration des points initiaux definit la finesse du maillage et la taflle
des triangles.
Les planches 5 et 6 montrent les barycentrages effectues sur ces maillages.
3.2.2 - [_mnement auto-adaotatff 2D_
Le code de calcul 2D resolvant les equations d'Euler par la methode de
Galerkin discontinue, precedemment developpe, traitait le cas de maillages
exclusivement formes d'elements triangulaires.
La theorie permettant l'utflisation d'elements polygonaux quelconques,
l'adaptation du code a ete falte dans ce sens (on se llmite _ des polygones convexes}. Ces
elements polygonaux ont l'avantage d'etre plus souples _ manier dans les techniques
de raffinement et deraIIinement.
Les etapes de ralIinement et deraffinement du mafllage utflisent touJours
l'evaluation du reste de l'inequation d'entropie du schema comrne critere " cette mesure
de la variation du flux d'entropie permet de savoix si on influe sur le calcul de la
solution.
Pour le deraffinement " si la valeur du critere est "faible" (inferieure _ une
borne fixee) sur l'arete, on supprirne cette arete et on reunit les 2 elements qul
l'avoisinaient. Afln de conserver une structure coh_rente on exlge du nouvel d1_ment
polygonal qu'fl soit convexe.
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Pour le raffinement : on _value le crit_re dl_mentaire (comme mdiqu_
Annexe 2) et si sa valeur est "forte" (sup_rieure a une autre borne praddflnie) alors on
raft'me l'_l_ment. Le raffinement consiste _ appliquer le mailleur sur l'_l_ment s'fl
n'est pas triangulaire. S'fl l'est, on le divise en 4 nouveaux triangles par creation de
points au milieu des ar_tes.
Raffinement et d_raffinement sont contr51_s par le choix de la borne
correspondante sur le crit_re : cette borne est fonction de la valeur moyenne prise par
les crit_res sur rensemble du maillage.
D'autre part. avec les raffinements successifs la condition de CFL limitant
la taflle du pas de temps devient tr_s contraignante. Par suite, ont _te implement,s
une semi-implicltation puis une implicitation locales du schema, afin de supprimer
cette restriction rendant les calculs tr_s co_teux (cf. Annexe 4).
Les figures 7 et 8 montrent des maillages "polygonaux" o_ figurent triangles
et quadri]at_res (apr_s d_raffinage}. (Thdorlquement on n'a meme pas besom d'un
"raccordement" au niveau des sommets : les sommets n'ont pas besoin de cotncider).
La figure 9 repr_sente un objet d_raffin_ enti_rement puis raffin_ sur 2
couronnes Int_rieures uniquement.
3.3 - Etude trldimenslonneUe
On dtudie actuellement la possibilitd de construire un maiIIeur
t_tra_drique automatique ou semi-automatlque trl-dimensionnel autour d'obJets de
faJble complexlte, par la m_thode du front.
Pour cela est mis en place un mailleur 3D surfacique qui ddfinit alors le
corps comme un ensemble de faces triangulatres.
De plus quelques outils de construction graphique 3D sont maintenant
utilisables.
2_
une _tape interm_diaire a consist6 _ d6velopper un mailleur
tridimensionnel utilisable sur des corps axisym6triques, le r6sultat 6tant un
ensembledeprismeset det6tra_dres.
Parall_lement,a 6t6 implant6ela version3D de1'approximationGalerkin
discontinue.
4 - RESULTATS NUMERIQUF 
4.1 - [_E TUBE A CHOCS DE SOD MONODLMEN_IONNEI_
II s'agit d'un tube de longueur I ferrn6 aux 2 extr_mlt6s pour une paroi :
et initialls_ par 2 6tats (s_par6s par une membrane)
gauche droite
(,. O.
O.Z 
Divers tests ont _t6 effectu6s :
-> sur un domaine evolutif : partant de 4 6Idments (2 de ehaque cote du choc
Initial) de longueur Ot_ -- S.,_0-'let effectuant des extensions au bord. (On suppose
alors le tube "ouvert" aux extremit6s, on ne peut 6tudier les rdflexlons sur la paroi).
-> sur un domaine fLxe de longueur 1, correspondant initialement 200
_Idments de longueur _:_-. : _ .=A0 "_
Divers ajustements ont ete n6cessaires •
• choix du (_0 initial sur l'_l_ment rajout6 au bord dans le ler cas ( k_9
de l'61_ment adjacent ou L{ "ext_rieur").
Un inconvanlent apparait _ ce niveau : si 1'on accepte de "d_raffiner" le
bord, on peut passer son temps _ aJouter puis enlever au bord le rname 61ement ; par
contre, si syst_matiquement on raJoute un _lement de meme longueur que le voisin.
on croit exponentiellement
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- darts le 2 ° cas, pour le tube de SOD (tr_s "stiff') la gen_ration d'_l_ments
tr_s grands est gCnante. On a affect_ un indicateur aux aretes cr_es par raffinage, qui
seules pourront _tre ddraffln6es • ainsi, partant d'un maillage "pas trop fin", on ne sera
jamais moins fin. D'ailleurs dans ce cas violemment instationnaire, fl apparait
comme ndcessaire d'avoir tnitialement une certaine finesse de maillage.
- Diverses "lnterf6rences" entre raffinage et d6raffinage ont lnstaure la
necessit6 d'un "retard" au d_ratttnage alnsi que d'une "avarice" au mttlnage.
En effet le calcul du crit_re explicite a partir des r6sultats pr6cedents provoquait le
deraffinage d'616ments nouvellement raffines _ ... D'oa la proliferation du raffinage
dans les memes zones au temps sulvant. Diverses solutions ont ete test_es :
-> modification du crit6re 616mentaire de raffinage (cf. [A2])
aulleude _ = c_. A 4- _. _ _.C._"
on calcule _/= ._. ]_] _ _" _ .C_
x
-> "mtxage" entre le crlt_re expllclte et le crlt_re tmpllctte :
Partant du schema expll¢tte monodlmensionnel :
• si on effectue le produit par _o ° on obtlent la somme :
tn_quatlon d'entropie d_entr6e (expllcite) ÷ crlt_re explicite = 0
st par contre on effectue le produit par _ on obtlent :
• _ _
m6quatton d'entropte tmpltelte ÷ crlt_re en k.f et y ° = 0
-> simple "d6calage" du d6_ge d'un pas de temps (retard impose).
Les bornes test du crit_re pour le raffinage et le d6raffinage ont d_
6galement etre ajust6es pour eviter de provoquer des "escaliers" darts la solution -
continuit6 -.
Les planches I0 et 1 1 • donnent un aper_u des r6sultats satisfalsants de
cette batterie d'essais.
2B
4.2 - Les tests bidlmcnsionnel_
4.2. I - Le tube de SOD bidirncnsiormel
La technique d'auto-adaptation du maillage a ete testee dans le cas du tube
chocs de SOD impl6mente en 2D fie cas etant en fait monodimensionnel)-
Le calcul etant violemment instationnaire, on effectue touJours les 2 6tapes
(d6raffinage/raffinage] a chaque pas de temps, afin de suivre pas _ pas l'evolution du
choc et de la d&ente • on ratine au nlveau du choc qui "avarice" - cependant que le
deraffinement intervient sur les zones "d'etat constant".
On obtient ainsi une solution satisfaisante avec une bonne precision au
nlveau du choc cornme de la detente (voir courbes 12 et 13, of_ on a repr_sente toutes les
valeurs prises sur le maillage), & parttr d'un maillage initial assez grossier.
4.2.2 - La rampe inclin_
Un autre cas test instationnaire a ete r_allse "
11 s'agit d'un ecoulement confine sur une rampe inclinee (diedre) d'un angle de I I °
environ
_,1/ / / i ft f / /_ 1"
L---...
/ / / _ _,' / I ff f f/f/ _ lJ_
L'&oulement pr_sente un choc fort d_tach_ instatiormaire.
IL
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Les figures 14 _ 18 representent le mafllage au cours de l'exploitation, une
focalisation sur la zone raffinee, des iso-valeurs de Mach, pression et entropie
masslque.
La visualisation des r_sultats utillse la norme graphique Phigs.
L'approxlmation Galerkin discontinue 6tant constante par el_ment on
repr_sente les courbes iso-valeurs pour les resultats en coloriant les el_ments apr_s
affectation d'une couleur _ chaque plage de valeurs. Le nombre d'Intervalles entre
valeurs minimale et maximale est limite par le nombre maximum de couleurs que
ron desire. Ceci permet une interpretation directe des resultats '"oruts" sans faire
intervenir aucun lissage ni approximation suppl_mentaire.
4.2.3 - QbJet 2D de forme axisyrn_trique avec incidence de 2°
Un autre calcul a _te effectu_ en 2D sur le proffl sym_trique suivant avec
une incidence de 2 ° (ii s'agit d'un obJet axisym_trique).
1 : fronti_re fibre, "aval"
2 : frontiere en flux impose, "arnont"
3 " frontiere paroi
2_
Les figures 19 _ 22 montrent une visualisation du maillage et des iso-
valeurs correspondants.
4.3 - _sttltats 3D
La premiere version simplffiee du mailleur 3D a permis de realiser le
calcul sur le tube a chocs de SOD sur un cyllndre plein.
de 0,I °.
Un calcul est en cours sur robJet precedent mais en 3D avec une incidence
3
3
La visualisation des resultats sous forme d'iso-valeurs 3D et de coupes
d'isovaleurs a _te programmee. On peut grace _ un plan que ron promene sur l'obJet
visualiser les coupes correspondantes.
Les figures 23 et 24 representent un d_but de mafllage 3-D sur une sphere.
Les figures 25 et 26 montrent l'objet 3D.
5 - CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES
La classe des m_thodes num_riques ouverte par le concept de k
diagonalisation cinetique des equations hyperboliques, darts le cadre de la m_canique
des fluides, ne privil_gie apparemment pas la m_thode de Galerkin discontinu
appliqu_e avec une approximation d'ordre 0. On peut en effet augmenter rordre
d'approxlmation, ou fonder une m_thode de Petrov Galerkin sur le meme princlpe (cf.
[2], [4]). Ces m_thodes ont un point commun : elles conduisent toutes _ un contrSle de
rentropie sur des mafllages de structure quelconque. Nous avons effectue des essais
monodimensionnels en dlevant le degre de rapproximation Petrov Galerkin. Si dans
le cadre d'un schema implicite les r_sultats sont corrects (comme le laisse pr_voir la
theorie), il semble difficfle de conduire une explicitation conservant les qualit_s
math6matiques de la m_thode, et des CFL "assez grand" (cf. [5].
Les approximations de type Petrov Galerkln, quant _ elles {cf. [4]) condulsent apr6s un
"adimensionnement" convenable _ des r_sultats de bonne qualit6 (c_f. [6]).
De toute fa_on, la trop grande dissipation sur les discontinuit_s de contact, inh6rente
rordre peu elev_ de rapproximation peut ttre palli6e par une adaptation correcte du
maillage, comme le montre cette _tude.
Cependant, le caract6re explicite de la mdthode et la dimension des
dl_ments spatlaux n6cessaire _ une bonne approximation conduisent _ des cofits de
calcul 61ev6s (pas de temps trop petits}. C'est pourquoi, dans ce cadre, il est n6cessaire
de passer _ une formulation "semi-implicite" qui conserve la meme precision spatiale
en dtant plus performante (stabflit6 inconditionnelle}.
Nous avons pourtant rencontrd une difficult_ d'ordre numdrique (en cours
de resolution) : le systeme local non lineaire _ resoudre dans le cas de la semi-
implicitation, est mal conditionne quand le Mach tend vers l'inilni (en pratique Mo_.
V). En effet, fl provient de la stationnarisation d'une fonction convexe, mais dont l'une
des valeurs propres tend vers 0 quand le Mach tend vers +_. Lorsque ce probleme sera
resolu, soit par un changement d'entropie, soit par un conditionnement local du
systeme dlementaire, fl semble que 1'impl6mentation en 3D condu!se _ des rdsultats
int_ressants tant en pr_clsion, qu'en robustesse et en performance.
D'autre part, cette mdthode est immediatement generalisable (cf. [4], [5])
aux mdlanges hyperboliques de gaz rdactifs, tels qu'on peut en rencontrer en
hypersonique. II semble de plus, que l'interpretation numerique de la diagonalisation
3O
via les _quations de Boltzmann. sur chaque espece peut _galement permettre de
prendre en compte plusieurs _quations d'_nergie, c'est-a-dire de traiter un cas de
melanges r_actifs de gaz hors _quflibre thermodynamique, en conservant la structure,
les methodes de r_solution et les justifications math_matiques des equations d'Euler
des gaz parfaits.
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ANNEXE 1
EXPLICITATION DE LA DECOMPOSITION CINETIQUE
DES FLUX EN DIMENSION I
(pour la dimension 2, cf [3])
• n= 1 dimension d'espace
I_ I _4L" vitesse
i I_ param_tre r6el positff
: _ L _- _ - -_-
vecteur "de collision"
soit ici •
n_s-
6" 2. _,
* !a polaire de l'entropie
X=.a.g
d'ofl g----_"
e t"___ (_,,- <c_
et on a
donc
li
I
Ik
l|
II "J
3,7
ANNEXE 2
ETABLISSEMENT DE L'EXPRESSION DU CRITERE ENTROPIQUE
D'ADAPTATION DE MAILLAGE
LIEN AVEC LA STABILITE.
* On ralsonne en bidlmenstonnel, sur des _lements triangulaires en espace, cylin-
drlques en temps (prlsmes espace (temps).
c, I
..4, tt_ = _ _ E_,_._ _Idment espace temps int_rleur au
m
,._ . domalne
-" EL._ eat eonstante sur J_,_ , constante sur l'el_ment
Le schema s'_crit (sans intdgratlon par parties, sur un dl_ment int_rieur)
Si on'tlU_multiplie par _,I on obtient
° En dissociant temps et espace, tenant compte de l'approxtmation et en explicitant le
schema sur les faces "lat_rales", on obtient (et c'est une estimation de la stabflite du
schema)
---4
a'l- I ' ll
J
terme temps terme ne portant que sur l'espace
(n normale espace icil
_I_ • aire de _,
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° On utilise les proprietes suivantes (cf [1], [3])
"--" $' £'" t (_ _. (__)
Alors
- - 1 -2_.(_,,,,J
-- .--.._.,- "=---(__.) _#'_'z (<f_,,) 2 t<e,_')
= - m-(_i _') •
On a donc our le schema expllcite r i - _. _. - _-"-- _ _ --_ \ '_
_>,___.._.<_., _._ .,_ i __,,_ ,,,) 2_ty , )
r _:-- --._ ,, _".--._. -_, , _,_#-_co£D.V7 t_'. " ))--c
+ A_-.| t,2_CR'._,l-z- _k_",_'_ _"I _ " -- .J' "
terme spatial
Le terme ternporel s'_crit : , , \ _ _
#__- ( ) - (<f ,_._,_
Ftnalement on volt apparattre ' E f _ -_ 0
3g
i:
;;!i
oO
oO
et
]
a "d _t,"
- (Y_. A _-,_ ____.._2 C._" 1'integrale sat t)_'e, s'exprimant
.A_ " comme somme sur les aretes de _,,
est la longueur de rarEte i
est constante sur l'arEte i de _'_,.
On reconnait en E un terme negatif ou nul car : _" _ 0 est rinequation d'entropie
decentree du fait de rexplicitation du schema.
Le r_sidu R dolt Etre positif, pour qu'fl y ait stabilite (cela correspond _ une dissipa-
tion) et le plus proche possible de O.
or _ _ 0 par convexite de _S_
et Vt" " C__ _/O par concavite de
_ -- (inegalites caracteristi_ue-_)
donc si V _ 0__. --1_) alors necessairement A _-0 et _ = 0 •
Rest cholsi eomme critere de ralTinage sur un Element. (Sur une arete, le crltere
"unllaterar' est la valeur de C.g )
_ .,4+ a_ 2..Lc. _o
.,4."
o, _ : _'(@) -
(en effet 5o_O<.,e,,-,') :
et :
s-(,ff-,)-'-(- ) - Z-
car ce terme est du ler ordre en _
s'_ _ (_,_)- _ _-)vs-_-_, _)
)
l'element (de type CFL} suivante :
de stabilite locale surLa positivitE de _ est donc equivalente _ la condition
O_
---
Ona"
Finalement : E + R = 0
o<,_-__ l_t<ft)-sC_,<
_O e_'l'inequation d'entropie
et darts ce cas on peut _crire globalement_ (espace/temps)
i- z_ ¢_.,,_ -7_
_- ¢_c.oI"
._e,_4
_=__ s" _)-_" + t_f--__-- ) _s" ),
&
O,_R
NB :Dans l'un ou l'autre cas, la stabilitd globale est 6tudide en sommant sur les
dl6ments l'dquatlon E + R = 0
!
\
i
_M
C_
o
p'l
0
CD_
r_
0
c_
b=1
O
0
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ANNEXE 3
EXPRESSION DES CRITERES DE RAFFINAGE
ET DE DERAFFINAGE EN MONODIMENSIONNEL
Le terme r_siduel de l'in_quation d'entropie constitue un crit_re "unllat_ral" sur
une arete (= un point en monodimensionnel) du maillage : _ -4, )
__. "- _,e_ _._a. ____:-"(concavite de "_ _ _&
* D6raffiner consiste a supprimer une arate sur laquelle un critare est "petit" • pour cela
on calcule un crit_re bilateral par mete, en sommant les contributions "unilatera-
les" venant des 2 _16ments adJacents.
0 v_ _tant fL-c_e on obtient :
c_
C_O
En monodimenslonnel :
pour A _ _ _ _4"_" :
c_- _/_ _)- _'(_-'), (
F_ =_Z_'(y ,_ )
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si _ _ ) _
* Pour rafl'iner un 616ment " on le subdlvise (en 2 ici dans un premier temps) si le crit6re
R, calcul6 par sommatlon des contributions "unilat6rales" de ses aretes, additionn6
de la condition initiale est "grand".
Darts ce cas : _ _..
=JJ_,,_a:
,_.=(-._,o1 , ,_=_._, ,_=o
_. _:--_q',,_,-"/ : -_"(v-;-'_"_ =_s*_} =-_ (Z)
I?z'-Cq*,E¢)= _vs'_) =-_'_q'}.
Soit •
-- _..(Cgauche + Cdroite) + Clnitial _ -_.. _ ,,-_. _ \
etCdrolte= _, [_0 ) -- _,_i_____). (_o _---_t.,_ ) _--_ _e-,
ceci pour _ _ _t. _ _
sl k = 1 on modifie Cgauche off
si k = ne on modifie Cdroite off _0 _+_ -_ c_¢°_e-
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ANNEXE 4
SEMI-IMPLICITATION LOCALE DU SCHEMA
Le sch6ma tmplicite, inconditlonnement stable, s'6crlt :
sur un el6ment LO_
int6rieur au
domaine espace-
temps
Avec rint6gration par parties, 6quivalant & raJouter le terme nul :
- on a l'6criture 6quivalente :
+ = o
L'approximation 6tant constante par 616ment espace et tranche de temps, on d6taille
de la fa_on sutvante • __.¢_ fiZZ" _ _ --*
oO (_ estl'aire _ "_'p.,
on effectue une semi-explicitatlon (ou semi-implicitation, par rapport au sch6ma
expllcite conditionnellement stable) sur le terme en e.. d'oO •
cela correspond & une relaxation de type Jacobt.
Ce sch6ma est encore conditlonnement stable mais de faqon beaucoup moins
restrictive que l'explicite. I1 s'agit d'un systeme non lin6aire impliquant tousles
voislns.
On peut cependant lin6ariser ce systeme par pseudo-Newton • en effet on peut l'6crire •
oO
a6,o 
et
(
et si
G est une fonctlon._onvexe strictement monotone, ce qui assure que le syst_me
_ (_,I) -- _ admet une solution unique et peut _tre r_solu par une
m_thode iteratlve de pseudo-Newton :
)_o -- initialisation
_,= _'__J_. (_I. F(x')
comporte le hessien de
On calcule les d_riv6es par diff6rences dlvis6es :
_. = _; _,,.. ,_+_,..._,I-_ I_,.--_,-._°_
_. -_
Cette m_thode est utflis_e localement sur chaque _l_ment, ce qui est assez coOteux
malgr_ le gain sur le pas de temps, bien qu'on se limlte au calcul d'un seul jacobien par
eldment (qui est r6utflis6 au cours des iterations). Cette semi-implicitation perrnet
d_j_ de multiplier le _ F_ par 10. Elle accentue un peu la dissipation.
On pourrait egalement r_soudre par gradients conJugu_s ; il s'agit de minimiser
- -_i x _ ,-'_ _ de la fa_on suivante •
. minimise chaque ligne •
_u_.%C_"_)_f._-
_""'" .
Cependant, pour se lib_rer compl_tement de la contrainte de CFL sur _, on a
_galement resolu le schema implicite par une mdthode de point fixe •
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qui converge vers la solution du schema implicite {initialement on prend _)o e" ).
A chaque _tape du point fixe, on resoud par le pseudo-Newton, et ceci sur chaque
_lement espace du mafllage.
- A _ ne doit cependant pas tendre vers 4- eo sinon le terme de dissipation tendrait
vers 4-
Bien que le pas de temps utilise puisse ici etre tr_s grand (dans le cas de configurations
asymptotiquement stationnaires du moins}. Cette methode est malgr_ tout co_teuse en
temps CPU (_ cause des 2 methodes it_raUves imbriquees}.
Jusqu'a M _ -- _. elle donne de boris r_sultats, bien que lente.
Mais _ des Machs plus Clevis {on a essaye M ¢ = _ ) la methode de Newton se met
diverger. En fait, la matrice hessienne de _ _t _- qui intervient darts le Newton est
tr_s real conditlonn_e dans ce cas (or eUe depend du _ _ }.
II faudrait alors effectuer un changement d'en_opie pour que cette matrice ne d_pende
plus du Mach.
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Figure [ : D_finition du maillage I
51
Figure 2 : Maillage I
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Figure 7 : D_raffinage du maillage i.
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Figure 12 : Tube _ chocs de SOD <<2-D>> en cours de raffinage.
i.....°..
71
-:.
i.
-...
h
L:
Figure 13 : Tube _ chocs de SOD
dentit_ f au temps 0.2
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Figure 15 : La rampe inclin_e a M_ = i .6
le maXllage en cours de raffinage
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F iigure 16 : La rampe inclin_e
Focalisation sur la zone raffin_e.
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Figure 17 : Rampe inclin4e M_ = 1.6
l[gnes iso-entropie au temps t = 0,5
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Fiaure 18 : Rampe inclin_e M_ = 1.6
lianes iso-Mach _ _ = 0.5
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Figure 19 : Corps de rentr4e ,,axisym@trique"
M_ = 8. Maillage initial
(2D)
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Figure 20 : Corps de rentr4e 2D M_ = 8.
incidence 2 °
Maillage adapt4 _ t = 4.2
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Figure 21 : Corps de rentr_e 2D M_ = 8.
incidence 2 °
Focalisation sur la zone raffin_e (choc d_tach4)
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Figure 22 : Lignes iso-Mach sur le corps de rentr4e 2D
M_ = 8,, incidence 2 °, t = 4.216
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Figure 23 : Maillage surfacique sur une sphere (pr41iminaire au 3-D)
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Figure 25 : L'objet 3D
Maillage (en projection orthogonale)
- trac_ des faces fronti_res -
